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Навчальним планом спеціальностей напряму “Електронні апарати” на вивчення дисципліни “Вища математика” визначений такий розподіл навчального часу (в годинах) в п'ятому та шостому модулі.
	Лекції

(лк)
	Практичні

заняття (пз)
	Самостійна робота студентів (срс)
	Загалом

в модулі 1

	35
	35
	127
	197


П'ятий та шостий модулі присвячені розділам: елементи теорії функцій комплексної змінної, операційне числення, теорія ймовірностей та елементи математичної статистики. Дані матеріали включають теми розділу "Теорія ймовірностей та елементи математичної статистики": випадкові події, випадкові величини.
Лекція 45
Тема 17.1. ВИПАДКОВІ ПОДІЇ.

8) Елементарні події. Простір подій, алгебра подій.

9) Ймовірність, ймовірносний простір, поняття про аксіоми ймовірностей.

10) Статистична, класична, геометрична ймовірності. Елементи комбінаторики.

· Основні  уявлення та формули:

Подія – це явище, про яке можна сказати, що воно, внаслідок випробування, відбувається чи не відбувається  за певних умов .  /позначатимемо А, В, С.../.

Випадковою називається подія, яка може відбутися або не відбутися під час здійснення певного випробування.

Наприклад: під час витягування однієї карти з колоди ви взяли короля. Подія А – „взято короля” є випадковою.

Вірогідною називається подія, яка внаслідок даного випробування обов’язково відбудеться.

Неможливою називається така подія, яка внаслідок даного випробування не може відбутися.

Повною групою подій називається множина таких подій, що в результаті кожного випробування обов’язково повинна відбутися хоча б одна з них.

Попарно несумісні  події – це події, дві з яких не можуть відбуватися разом.

Рівно можливі  події – це такі події, кожна з яких не має ніяких переваг у появі за іншу під час багаторазових випробувань, що проводяться за однакових умов.

Події утворюють простір елементарних подій, якщо: а) утворюють повну групу подій ; б) є  несумісними ; в) є  рівно можливими.

 Приклад : Який  буде простір елементарних подій при киданні монети тричі ?

Рішення: Елементарних подій  буде – 8: ( ГГГ ), ( ГГЦ ), (ГЦЦ), (ЦЦЦ),

 ( ГЦГ ), ( ЦГГ ), (ЦЦГ), (ЦГЦ). Розмірність простору – 8  або  23 .
 Якщо кидати монету  n  разів, то число елементарних подій буде  2n, що дорівнює розмірності простору.
· Кількісна  оцінка  можливості  появи події  А  називається ймовірністю  події  А.
Акцентуйте  увагу  на  такі  випадки: маємо змогу провести дослід 
( у такому  разі  ймовірність називається статистичною) або не маємо змогу провести дослід  / класична  ймовірність /.

· Класичною ймовірністю називається  відношення числа елементарних подій (m), що сприяють події (А) , до загального  числа подій (n). Позначається – Р(А).

   Р(А) = 
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Імовірність вірогідної події  –  Р (А) = 1. Імовірність неможливої події – Р(А) = 0.  Імовірність випадкової події –  0 
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 Відносна частота наступу події А :   W(А) =
[image: image4.wmf]N

M

.
Підрахунок ймовірностей подій значно  спрощується , коли для  обчислення  m і n  використовувати формули комбінаторики. 

· Основні  формули комбінаторики:
· Будь-яка впорядкована множина, яка складається з  n елементів, називається перестановкою з  п елементів - Рn .                  

Рn = 1 ·2 ·3 · ... ·n = n!

Приклад: Скількома способами можна розставити на майданчику   6   волейболістів?

Рішення:   Рn = Р6 =6!=1· 2 · 3· 4 ·5· 6 = 720.

· Будь-яка впорядкована підмножина з  m елементів даної множини, яка містить  n  елементів називається розміщенням  з  n елементів по  m  елементів / зважаючи ,що  m < n /.
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 = n · (n + 1) ·(n + 2) · … ·( n – m + 1)

Приклад: Учневі треба скласти 4 екзамени на протязі 8 днів. Скількома способами це можна зробити ?

Рішення:   
[image: image6.wmf]m
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=
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= 8 ·7 · 6 ·5 =1680.

Будь-яка підмножина з   m  елементів даної множини, яка містить  n  елементів, називається комбінацією з n елементів по m елементів –
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Приклад: Скількома способами можна закреслити 6 номерів із 49 в картці „Спортлото” ?

Рішення: 
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Одне з завдань теорії ймовірностей  полягає в тому, щоб за  заданими елементарними подіями оцінити можливість відбування складної події.
Правило   суми    (  або   α, або  b  )                                    

Якщо  елемент  α можна вибрати m  способами, а елемент  b  способами п, то вибір  а   або   b   можна здійснити ( m + п)   способами. 
 Правило   добутку  (   і    α , і  b   )
      Якщо  елемент  α   можна вибрати  m  способами, а елемент  b  способами  п, то вибір пар  а     і     b  можна здійснити    ( m · п)   способами.

Приклад 1:  У підрозділі 60 солдат і 5 офіцерів. Скількома способами можна виділити наряд, який складається із 3 солдат і одного офіцера ?

Рішення:   Число способів  вибору солдат - 
[image: image17.wmf]3
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   і   число  способів вибору офіцера - 
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 ;  кількість  способів вибрати наряд - 
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Приклад 2 : Із 7 бігунів і 3 стрибунів треба скласти команду із 5 чоловік, в яку входив хоч би один стрибун. Скількома способами це можна зробити ?

Рішення: Число способів  вибору 1 стрибуна - 
[image: image20.wmf]1
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   і   число  способів вибору  4 бігунів - 
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 ;  кількість  способів вибрати команду - 
[image: image22.wmf]4
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. Або число способів  вибору 2 стрибунів - 
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  і  число  способів вибору  3 бігунів - 
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 ;  кількість  способів вибрати команду - 
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. Або число способів  вибору 3 стрибунів - 
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  і  число  способів вибору  2 бігунів - 
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 ;  кількість  способів вибрати команду - 
[image: image28.wmf]2

7

3

3

C

C

×

.  Загальна кількість способів скласти команду:
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Лекція 46
ВИПАДКОВІ ПОДІЇ (продовження).
11) Теорема про додавання ймовірностей та її узагальнення.

12) Умовна ймовірність. Незалежні події. Теорема про множення ймовірностей та її особливий випадок та узагальнення.

13) Формула повної ймовірності, формула Байєса.

· Основні  уявлення та формули:
Властивості   ймовірностей.

· 0
[image: image32.wmf]£
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 1 для кожної випадкової події А.

· Р(А)=1  для кожної вірогідної події  А.

· Р(Ā) = 0 для  неможливої події.

· Сума ймовірностей протилежних подій дорівнює 1. 
Р(А)  + Р(Ā) = 1

· Для ймовірності випадкової події Ā, протилежної   

випадковій події А, справджується рівність Р(Ā)=1 – Р(А).
·   Теореми про додавання   
   Якщо випадкові події А і В несумісні ( А
[image: image33.wmf]Ç
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С =Ø ),    то  

               Р( А+ В + С) = Р(А) + Р(В) + Р(С).

Ймовірність суми двох будь-яких довільних випадкових  подій  А і В  дорівнює сумі ймовірностей кожної з них без імовірності добутку їх:  

                                  Р( А + В ) = Р(А) + Р(В) – Р(АВ ).       
Приклади 
1. Із 100 валів з чотирма групами допусків 15 штук мають Ι  групу, 40 – ΙΙ групу, 30 штук – ΙΙΙ групу. Визначити ймовірність появи валів четвертої групи.

Рішення: Ймовірність   появи  вала: Ι групи  В1: Р (В1) =  
[image: image35.wmf]100
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;  ΙΙ групи В2: Р (В2 )=
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 =0,4; ΙΙΙ групи  В3: Р(В3) =0,3; ΙY групи В4 :  Р(В4) = 
[image: image37.wmf]100
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Кожний вал належить тільки до певної групи, тобто: В1 + В2 +В3 +В4 =ВВ;  
Р(В1) +Р(В2) + Р(В3) + Р(В4) =1;   0,15 + 0,4 + 0,3 + Р(В4)= 1;    Р(В4)= 0,15.

2. В кошику міститься  n  деталей, з яких  m   стандартних. Знайти  ймовірність того, що серед   k  вийнятих деталей  хоч  би  одна  була стандартною.

Рішення: Подія А – серед вийнятих деталей хоч би одна  є стандартною, подія  Ā – серед вийнятих деталей немає жодної стандартної. Події А і Ā протилежні: А + Ā = Ав ; Р(А) = 1 – Р(Ā). Загальне число способів  вибору з  n  деталей  k  різних позначимо 
[image: image38.wmf]k
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. Нестандартних деталей є    (n – m) , з яких   k   різних нестандартних  деталей можна вибрати 
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 способами. Отже, ймовірність  появи  нестандартної деталі  
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Р( А ) = 1 –  
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· Теореми  множення  ймовірностей  будь – яких  подій   
Тh: Ймовірність добутку двох незалежних подій А і В дорівнює добутку ймовірностей цих подій, тобто  

Р(А·В) = Р(А) ·Р(В) .

Приклад
Завод  в середньому  випускає  27%  продукції  вищого  сорту  та  70% першого сорту.  Знайти ймовірність того, що навмання взятий виріб  буде вищого  або  першого сорту. 

 Рішення: Подія  А – „навмання взятий виріб –  вищого або першого сорту.” Подія А1 – „навмання взятий виріб –  вищого  сорту.” Подія  А2 – „навмання взятий виріб – першого сорту”.    Р(А) = Р(А1) + Р(А2) = 0,27 +

 + 0,7 = 0,97. 

· Залежні події .  Умовні ймовірності    
· Означення : Умовні ймовірності   РА(В)  або   Р(А/В)   визначаються формулою    РА(В) =  
[image: image42.wmf])
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,    де  Р(А) > 0. 

 Тh:   Ймовірність добутку  двох  залежних   подій  А  і  В  дорівнює добутку  ймовірності  однієї  з  них  на  умовну  ймовірність другої події, якщо  перша  вже  відбулася. 

                                       Р(А·В) = Р(А) ·РА(В)  .  

Приклад
Гральний кубик підкидають двічі. Відомо, що сума очок, які випали при першому та другому підкиданнях, менша за 5 ( подія В ). Яка ймовірність того, що при першому підкиданні випало 1(подія А)?

Рішення:   Простір  Ω  складається  з  36  рівно можливих елементарних подій. Випадковими  подіями  А,  В  є  підмножини: 

 А ={(1;1),(1;2),(1;3),(1,4);(1;5),(1;6)}. 

 В ={ (1;1),(1;2), (2;1),(1;3),(3;1)}.                   А
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Тому  Р(А) = 
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· Незалежні події.  
Тh: Ймовірність появи   хоч би однієї  з подій  А1, А2, А3,.. ...,Аn, незалежних  у  сукупності,  дорівнює  різниці  між  одиницею  і  добутком   ймовірностей  подій, протилежних  даним.  

                                              Р(А) = 1 – q1q2q3 ... q n.     
Приклади
1. Стрілець вистрілив 4 рази. Влучення чи промах не залежить від номера пострілу. Ймовірність промаху –  0,7 , а влучення –  0,3. Знайти ймовірність подій:  а) подія А – три  перших постріли – промах, а четвертий – влучення; б) подія  Е – два  влучення.

Розв’язання: а)  Р(А) = 0,7 · 0,7 · 0,7 · 0,3 = 0,1029.  

б)  Можливі варіанти події: (ППВВ), (ВВПП),(ПВПВ), ( ВПВП), (ПВВП), (ВППВ).
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.  Ймовірності  кожного  з   цих  шістьох  варіантів однакові: 

 Р(ППВВ) = 0,7 · 0,7 · 0,3 · 0,3 = 0,0441; Р(Е) = Р(ВВ) = 0,0441· 6 = 0,2646.

2. Виконується   n  незалежних дослідів, у кожному з яких подія А з’являється  з ймовірністю р . Знайти ймовірність того, що в  n  дослідах подія  А  з’явиться  хоч би  один  раз.

Розв’язання: Нехай подія  Е  полягає в тому, що подія А з’явиться  в   n  дослідах хоч би один раз, тоді подія  Ē  означатиме, що подія А в n  дослідах не з’явиться жодного разу: Е =
[image: image50.wmf])
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;  Р( Ē) = (1- р)n = qn . 

Р(Е) = 1 – (1 – р)n = 1 – qn .

· Формула  повної   імовірності.  
· Коли подія А може настати тільки при появі однієї із несумісних подій / гіпотез / Н1,Н2,...Нn, то ймовірність події А  знайдемо  згідно формули повної імовірності: 

   Р(А) = 
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Тh:   Якщо  Н1 , Н2, ... , Нn – повна  група  подій  і   Р(Нi) > 0     для

  i = 1;2;…;n,  то  для будь – якої  випадкової  події   А  справджується  рівність

Р(А) = 
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Де  Р(Нi) – ймовірність гіпотези Нi ; 
[image: image54.wmf])
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 або  Р(А/Нi) – умовна ймовірність події  А  при  цій  гіпотезі.

Приклад
У 10 ящиках складено деталі 2-х сортів. У перших 3-х по 3 деталі першого сорту і по 7 деталей 2-го сорту;в 4-му ящику –дев’ять  деталей 1-го сорту і одна деталь 2-го ; в шістьох  ящиках , що залишилися:  по 1-ій  деталі 1-го і по 9 деталей 2-го сорту. З довільного ящика навмання виймають деталь. Визначити ймовірність того, що ця деталь  була  другого сорту. 

Рішення: Усі ящики можна проділити на  три  групи та висунути три гіпотези: Н1, Н2, Н3. Гіпотези: Н1 – виймається деталь з ящика 1-ої групи; Н2 – виймається деталь з ящика 2-ої групи; Н3 – виймається деталь з ящика 3-ої групи.  Ймовірність того, що виймається деталь з ящика певної групи, буде  Р(Н1) = 
[image: image55.wmf]10
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;  Р(Н2) = 
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 ;  Р(Н3) = 
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. Події Н1,Н2, Н3 – несумісні  і  утворюють повну групу. Знайдемо ймовірність  появи деталі другого  сорту  за  умови, що  здійснилася  одна  з  подій    Н1,Н2,Н3 : 

 Р( А/Н1 ) = 7/10;  Р( А/Н2) =1/10;  Р(А/Н3) =9/10.   Повна ймовірність:

 Р(А) =  
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· Формула ймовірності  гіпотез  (формула  Байєса)  

· З формулою повної ймовірності  тісно пов’язана формула  Байєса. Якщо до досліду ймовірності гіпотез були  Р(Н1), Р(Н2), ..., Р(Нn), а  внаслідок  досліду подія  А  відбулася, то можна оцінити ймовірність виконання гіпотези Нi. Нові, умовні ймовірності гіпотез знаходимо по формулі Байєса.                           ( i = 1,2,...,n )

· РА(Нi)  =
[image: image60.wmf])
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Тh: Нехай сукупність випадкових подій Н1,Н2,...Нn утворює повну групу подій, причому Р(Нi) > 0,  i = 1;2; ... ;n. Тоді для довільної випадкової події А, такої, що Р(А) > 0, виконується рівність   

        РА(Нi)  =
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Де  Р(Нi) – ймовірність гіпотези Нi ;  
[image: image62.wmf])

(

A

P

i

H

 або Р(А/Нi) – умовна ймовірність події  А  при  цій  гіпотезі.

Формула Байєса  дає можливість переглянути імовірності гіпотез на підставі врахування спостереження результату досліду. 

Приклад
В урні  є   n   куль, колір яких нам невідомий. Можлива   ( n + 1 )                         гіпотеза ( припущення ) про кількість білих куль в урні : Н0 Н1 Н2...Нn .  Де  Нi – гіпотеза, яка полягає в тому, що в урні рівно  i  білих куль.  З урни навмання взяли одну кулю, й вона  виявилася білою. Обчислити ймовірність того, що біла куля вийнята  з   i – ої  урни. 

Рішення:  Природно припустити, що ці гіпотези рівно можливі :  Р(Н1) =  = Р(Н2) = ... = Р(Нn) =
[image: image63.wmf]1
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;  Подія  В – навмання  взята  куля  виявилось білою.  Очевидно РНi(В) =
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  РВ(Н i )  = =
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  Отже, найімовірнішою після досліду  є  гіпотеза  Нn.

Лекція 47
ВИПАДКОВІ ПОДІЇ (продовження)
14) Послідовність випробувань. Схема Бернуллі. 

· Основні  уявлення та формули:

·       Повторні випробування. Схема  Бернуллі . 
Повторні незалежні випробування стохастичного експерименту називають схемою Бернуллі, якщо при кожному випробуванні можливі лише два наслідки : подія А ( успіх ) або Ā ( невдача ) і ймовірність  появи  події  А  при  кожному  випробуванні  дорівнює  р.  ( 0 < р < 1).    Ймовірність  „успіху ” позначатимемо – р;  „ невдачі” – q .  Згідно  рівняння    р + q = 1 ; q = 1 – р.

Тh: Нехай  Рn(k) – імовірність того, що в схемі Бернуллі при  п   випробуваннях  k  разів відбулася подія А . 

          Р n(k) = Cnk p k q n – k  = Cnk p k (1-p ) n – k  .      де  ( k = 0;1;2;...; п)

Ймовірність появи  події  А   k  разів в  n   випробуваннях, якщо ймовірність  появи  А  в одному випробуванні –   р,   не появи – q.                

  Якщо            
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,  то  формула  Бернуллі
 Рn(k) = Cnk p k q n –  k  =
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Приклад 
Яка ймовірність того, що при десяти кидках грального кубика 3 очка випаде  рівно 2 рази ?
Рішення: В цій задачі n = 10, m = 2, р = 1/6, q = 1 – р =1 – 1/6 = 5/6. Тоді  

Р10(2) = 
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0,29.

Лекція 48
Граничні теореми в схемі Бернуллі (Пуассона, Муавра-Лапласа).

Незважаючи  на  компактність формули Бернуллі,  безпосереднє  обчислення  Рn(k)  за  нею при  великих   n  пов’язане зі значними труднощами. Наприклад  для  визначення  ймовірності  Р100(50)  потрібно здійснити понад  200  арифметичних  операцій. У таких  випадках для спрощення обчислень  користуються  граничними  теоремами  ( Муавра – Лапласа, Пуассона ), які  дають  формули для наближеного обчислення  Рn( k ) с достатньою точністю.

· Основні  уявлення та формули:
У випадках, коли p досить мале ( рідкісні події ), 
[image: image72.wmf]¥
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  для наближеного обчислення Рn(k) використовують граничну теорему Пуассона.

· Тh  Пуассона:

Якщо проводяться випробування Бернуллі при    
[image: image73.wmf]¥
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, а  
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, але   n ∙ p = λ ,то ймовірність появи  k  разів події А, що з’являється   в окремому випробуванні з ймовірністю p, прямує  до     
[image: image75.wmf]!
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 Практично  Тh  Пуассона  застосовується для таких випробувань за схемою  Бернуллі, в  яких   р  мале   ( р< 0,1), а   n   достатньо  велике

 ( n > 50 )  і    npq < 9. Застосовується  у вигляді наближеної рівності:

· Формула  Пуассона          
[image: image76.wmf]l
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Приклад
Імовірність виготовлення на верстаті нестандартної деталі дорівнює 0,004. Визначити імовірність того, що з 1000 виготовлених на цьому верстаті деталей  5 будуть нестандартними.

Розв’язання: За умовою n = 1000 ; k=5 ; q = 0,996 ; nрq < 9 . Ці числа задовольняють вимогам  теореми Пуассона : р< 0,1;  n > 50 достатньо велике і npq = 1000 · 0,004 · 0,996 = 3,984 < 9 .  Отже    Р1000( 5) 
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У додатку  таблиць  Р(5) = 0,1563.   А її дійсне значення , за формулою Бернуллі, дорівнює   0,1552.  Таким чином, похибка мала і  дорівнює 0,0011.
· Локальна теорема Муавра-Лапласа.   

Локальна теорема Муавра – Лапласа  дає змогу оцінити окремі ймовірності та їхню поведінку як функцію  k  при великих  n  (в  випробуваннях n подія А відбудеться k раз).
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Для цієї функції складена таблиця № 1 значень функції φ (х)     /дивись додаток в кінці методичних вказівок/ .

Дослідження локальної формули Муавра – Лапласа показують, що вона дає досить добрі наближення лише при достатньо великих  n, крім того, р не повинно бути дуже близьким до 0 або 1 , а  nрq 
[image: image83.wmf]³

 9.

Приклад
Ймовірність влучення в мішень при одному пострілі 0,75. Визначити ймовірність того, що при 10 пострілах буде 8 влучень.

Розв’язання: n = 10 ; k = 8 ; р = 0,75 ; q = 0,25 ; Обчислимо 
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 0,7301·φ(х); 

де  х =
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=0,36; згідно таблиці  φ (0,36) = 0,3739;   Р10(8) = 0,7301 · 0,3739 = 0,273. За формулою Бернуллі  Р10(8) = 0,282. Похибка дорівнює 0,009.

· Інтегральна теорема Муавра – Лапласа.

Дає змогу оцінити ймовірність того, що в  n  випробуваннях подія А відбудеться  не  менше  ніж  k1  разів, але  не  більш як   k2  разів : 

                                              Рn(k1,k2 ) = Ф ( х1 ) –  Ф( х2 ).

          
[image: image89.wmf]npg

np

k

x

-

=

1

1

  ;      
[image: image90.wmf]npg

np

k

x

-

=

2

2

  ;   

   Ф ( х ) = 
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  –   інтегральна функція Лапласа. Для цієї функції складена , як і для локальної, таблиця  № 2  додатку  приблизних значень функції .

Функція   Ф(х) –  непарна. Ф(– х ) = – Ф(х ) .  В таблиці  Ф( х > 5 )
[image: image92.wmf]5
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Приклад
Визначити ймовірність того, що кількість  k  бракованих виробів становитиме не більш як 70 у партії з навмання взятих 10000  виробів, якщо ймовірність  браку  кожного виробу  дорівнює  0,005.

Розв’язання: n = 10000; k1= 0 ; k2 = 70; р = 0,005; q = 0,995 ; Обчислимо 
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= 7,0534.  За інтегральною формулою Муавра – Лапласа    Р (
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Згідно таблиці   № 2     додатку Ф1( – 7,0888) = – 0,5;

х2 = 
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= 2,8355.  

Згідно таблиці  Ф2( 2,84 ) = 0,4977.   Р(
[image: image102.wmf]70
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) = Ф(х2) – Ф(х1) = =0,4977 – ( – 0,5 ) = 0,04977 + 0,5 = 0,9977 .

· Основні  уявлення  та  формули:
Визначимо  ймовірність відхилення відносної частоти від постійної ймовірності в незалежних випробуваннях. Якщо подія А  у  n   випробуваннях наступає  т  разів за умови, що ймовірність настання в одиничному  випробуванні  постійна  і  дорівнює  р  , то відносна частота рівна  
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, а  її відхилення від   р  дорівнює   
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. Бажано оцінити ймовірність відхилення  р таким чином, щоб   
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Оцінка відхилення відносної частоти від постійної ймовірності : 
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Приклад
Ймовірність появи  події  в кожному з незалежних випробуваннях –  0,5. Знайти число випробувань  п, при  якому з ймовірністю 0,7698  можна очікувати, що відносна частота появи  події  відхилиться від його ймовірності по абсолютній величині  не  більш на 0,02.

Розв’язання:  р = 0,5; q = 0,5; ε = 0,02 ;  Р
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) = 0,3849.  Згідно  таблиці  №2  додатку  Ф(1,2 ) = 0,3849.    Отже    0,04
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Лекція 49
15) ПОНЯТТЯ ПРО ЛАНЦЮГ МАРКОВА.
Лекція 50
Тема 17.2. ВИПАДКОВІ ВЕЛИЧИНИ.
6) Випадкова величина та функція розподілу ймовірностей. Дискретні випадкові величини. Розподіли Бернуллі та Пуассона.

· Основні  уявлення та формули:
·    Випадкові величини.   

Випадковою називається величина, значення якої наперед відомі і які можуть бути визначені лише внаслідок досліду. 

Якщо простір елементарних подій складається з   n  пострілів по мішені, випадковою величиною буде число попадань чи непопадань у мішень. Можливі значення випадкової величини: 0,1,2,..,n . 
Якщо випадкова величина набуває скінченої дискретної кількості значень, то її можна задати, вказавши можливі значення випадкової величини  і  ймовірність появи  їх : 

	Значення випадкової величини
	х1
	х2
	х3
	...
	 хn

	Ймовірність її появи
	р1
	р2
	р3
	...
	 рn


 При цьому  рk
[image: image113.wmf]³
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 Випадкові величини поділяються на дискретні і неперервні. 

Дискретною випадковою величиною називається величина, можливі значення якої можуть бути пронумеровані в якомусь порядку і записані у вигляді послідовності х1, х2 ,…, хn .

Якщо таку нумерацію можливих значень з використанням натурального ряду чисел здійснити не можна, то випадкова величина називається неперервною. 

Співвідношення  між можливими  значеннями випадкової величини та їхніми ймовірностями дістало назву закону розподілу випадкової величини.

Закони розподілу можуть бути виражені: 1) таблицею; 2) графіками; 3) аналітичною функцією розподілу випадкової величини F(х),густиною розподілу випадкової величини f(х)

Таблиця розподілу ймовірності найчастіше застосовується тоді, коли число можливих значень випадкової величини скінчене чи  зчисленне.

· Закони розподілу дискретних  випадкових  величин.  
· Біноміальний розподіл.
Випадкова величина Х, яка набуває значень 0;1;...;n, має біноміальний розподіл із параметром   р (  0 < р < 1 ),  якщо  

  Р (Х = k) = Cnk pk qn – k  =
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Таку випадкову величину Х можна інтерпретувати як число появ події А в схемі Бернуллі при n  випробуваннях  із   Р(А)=  р   у  кожному випробуванні. В цьому разі    Р (Х = k) = Рn(k) = Cnk pk qn– k.

· Розподіл Пуассона. 
Випадкова величина Х, яка набуває значення  0;1;...;k ..., має розподіл Пуассона з параметром λ > 0, якщо 
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Пуассонів розподіл відіграє важливу роль у теорії масового обслуговування.

Приклади  
1.
У грошовій лотереї на 100 білетів розігрується один виграш 50 грошових одиниць і 10 виграшів по  одній грошовій одиниці. Знайти закон розподілу випадкової величини – вартості можливого виграшу для власника одного лотерейного білета.

Розв’язання :  Можливі   значення  Х :   х1 = 50 ;  х2 = 1 ;  х3 = 0.  Ймовірність  цих  можливих  значень    р1= Р( х1 = 50 ) =
[image: image118.wmf]100

1

= 0,01 ;    

  р2 = Р( х2 = 1) =
[image: image119.wmf]100

10

 = 0,1.   Оскільки    р1 + р2 + р3  = 1 , то

  р3 = 1 – ( р1 + р2 ) , р3 = 1 – ( 0,01 + 0,1 ) = 1 – 0,11 =  0,89. Шуканий закон розподілу  подамо  у  вигляд таблиці:

	    Х
	  50
	  10
	  0

	    Р
	 0,01  
	  0,1
	 0,89


2.
Нехай у лотереї розігрується n білетів, серед яких: n1 білетів із виграшем величиною х1 на один білет, n2 на х2, ... ,nk   на хk . Вартість одного білета лотереї дорівнює х0. Чи виграшна лотерея ?

Розв’язання: Обчислимо величину  хс середнього виграшу на один білет:  хс = 
[image: image120.wmf]n
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(n1x1 + n2 x2 +….+ nkxk ). Якщо хс > x0 , то лотерея  виграшна, оскільки середній виграш на один білет більший за вартість цього білета. Зрозуміло, що виграш на один білет є випадковою величиною; позначимо ії через Х. Закон розподілу дискретної випадкової величини:

	Х
	  х1
	   х2
	...
	   хk

	 Р
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При обчисленні ймовірностей    рi =
[image: image124.wmf]n
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 використано  класичну схему  
    ( „ шанси” купити той чи інший білет рівно можливі ).Таким  чином, математичне сподівання  М(Х) = 
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. Дисперсія  D(Х)  : 

 D(х) = М( Х2) – [ M(X)]2, або   D(Х) = 
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Для обчислення 
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 треба  побувати  закон   розподілу :

	Х2
	  х12
	   х22
	...
	   хk2

	Р
	 
[image: image128.wmf]n

n

1

  
	  
[image: image129.wmf]n

n

2


	...
	 
[image: image130.wmf]n

n

k




· Основні  уявлення та формули:
· Числові  характеристики  дискретних випадкових  величин 
Нехай Х – дискретна випадкова величина, яка набуває значень х1,х2,...,хn,... з імовірностями р1,р2,...,рn,... відповідно. 

· Означення:  Математичним сподіванням  М(Х) називають число (сталу)  суми  добутків  значень  хi   на  їх  ймовірності   рi  : 
       М(Х) = х1р1 + х2р2 + ...+хnрn      або        
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· Означення:   Дисперсією  D(Х)   дискретної   випадкової величини називається  математичне  сподівання  квадрата  відхилення  випадкової  величини від   її математичного сподівання:

        D(Х) = М [Х – М(Х)] 2      або             D(Х) = М(Х2) – [ M(X)]2 .   

· Означення:  Середнім  квадратичним  відхиленням називається величина   
[image: image132.wmf])
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Приклади
1.
Знайти числові характеристики дискретної випадкової величини Х, розподіл якої задається такою таблицею. 

	    Х
	  -1
	  0
	  1
	2

	    Р
	 0,25  
	  0,5
	  0,1
	0,15


Розв’язання:  Математичне сподівання  М(Х):  М(Х) =
[image: image133.wmf]å
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= х1р1 + +х2р2 + ...+хnрn = (-1) · 0,25 + 0 · 0,5 + 1 · 0,1 + 2 · 0,15 =0,15 ;   Запишемо закон розподілу квадрата випадкової величини Х  

	    Х2
	  (-1)2
	  02
	  12
	22

	    Р
	 0,25  
	  0,5
	  0,1
	0,15


Знайдемо  математичне сподівання  квадрата  випадкової  величини Х : М(Х 2 ) =
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=

×

n

i

i

i

p

x

1

2

=  х12 р1+ х22 р2 + ...+ хn 2рn =  (-1)2 · 0,25  +  02 · 0,5  +

 + 12 · 0,1 + 22 · 0,15 = 0,95 .  Підставимо в формулу  дисперсії      D(Х) = 

=М(Х 2 ) – [М(Х)]2 = 0,95 –  (0,15)2 =  0,9275;  Знайдемо середнє  квадратичне  відхилення  
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 EMBED Equation.3  [image: image137.wmf]»

0,9631.

2.
Розподіл випадкових незалежних величин Х та У задаються такими  таблицями. Знайти  математичне сподівання  М (Х+У)  та дисперсію 

D ( Х +У )  суми  дискретних  випадкових  величин  Х та У.

	Х
	0
	2
	5
	
	У
	1
	2
	4
	5

	Р
	0,15
	0,25
	0,6
	
	Р
	0,1
	0,35
	0,15
	0,4


Розв’язання: 

Згідно формулам   М (Х + У ) = М(Х) + М(У);    D( Х+У) =D(Х) + D(У);

М(Х)= 0 · 0,15+2 · 0,25+5 · 0,6 = 3,5; 

М(У)=1 · 0,1+2 · 0,35+4 · 0,15+5 · 0,4 =3,4;

	Х2
	02
	22
	52
	
	У2
	12
	22
	42
	52

	Р
	0,15
	0,25
	0,6
	
	Р
	0,1
	0,35
	0,15
	0,4


М (Х+У) = М(Х) + М(У) = 3,5 + 3,4 = 6,9;

М(Х2)=02·0,15+22·0,25+52·0,6=16;      [М(Х)] 2= 3,52 = 12,25.

М(У2) =12·0,1+22·0,35+ 42·0,15+52·0,4=13,9  ; [М(У)]2= 3,42 =11,56.

D(Х) = М(Х 2 ) – [М(Х)]2 = 16 – 12,25 = 3,75.

D(У) = М(У 2 ) – [М(У)]2 = 13,9 – 11,56 = 2,34.

D( Х + У ) = D(Х) + D(У) = 3,75 + 2,34 = 6,09.

· Основні  уявлення та формули:
· Функція розподілу ймовірності випадкової величини 

Функцією  F( х ) розподілу класичної ймовірності одновимірної випадкової величини Х  називається ймовірність того, що випадкова величина Х набуває можливих значень, менших від значення х, де х – будь-яке дійсне число:   F( х ) = Р( Х< х).

 F(х) = Р(х1)+Р(х2)+…+Р(хk) = Р(Х < х ).          F (х) = 
[image: image138.wmf]å
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Розглянемо зв’язок між законом розподілу  та  функцією розподілу дискретної випадкової величини.

Мода  (Мо) –  це значення  випадкової величини, яка  має  максимальну ймовірність. 

Функція розподілу: 

  F(х) =
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Приклад
Випадкова величина Х задана законом розподілу

	    Х
	  3
	  5
	  7
	11

	    Р
	 0,14  
	  0,20
	  0,49
	0,17


Знайти функцію розподілу F(Х) випадкової величини Х и побудувати її графік. Знайти числові характеристики дискретної випадкової величини Х і моду.

Розв’язання: Функція розподілу

 F(х) =
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 Графік функції розподілу                            

 F(х) =
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Математичне сподівання  М(Х):  М(Х) =
[image: image142.wmf]å
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= х1р1 + х2р2 + ...+хnрn = 3 · 0,14 + 5 · 0,2 + 7 · 0,49 +11 · 0,17 = 6,72;  

 Запишемо закон розподілу квадрата випадкової величини Х  і знайдемо математичне сподівання квадрата випадкової величини Х :

	    Х2
	  32
	  52
	  72
	112

	    Р
	 0,14  
	  0,20
	  0,49
	0,17


 М(Х 2 ) =
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= х12 р1+ х22 р2 + ...+ хn 2рn = 32 · 0,14 + 52 · 0,2 + 72 · 0,49 + 112 · 0,17 = 50,84.     Підставимо  в  формулу  дисперсії 

 D(Х) = М(Х 2 ) – [М(Х)]2 ;  D(Х) = 50,84 – 6,722 = 5,72. Знайдемо середнє  квадратичне  відхилення  
[image: image144.wmf])
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 EMBED Equation.3  [image: image146.wmf]»

2,3836.   Максимальну ймовірність має випадкова величина зі значенням 7. Це і є мода  Мо =7. 

· Основні  уявлення та формули:
Аналогічно визначається статистична функція розподілу  F*(х) – функція розподілу вибірки. Нехай n – об’єм вибірки; nх – число варіант значень випадкової величини, в яких  хi  менше за  х, тоді   
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 називають  емпіричною  функцією  розподілу.

Приклад
Нехай виміряно  відхилення від заданої довжини у 200 валках і знайдено найбільше відхилення ліворуч – 20, праворуч  + 30.

Розв’язок:   Знаходимо ширину смуги розподілу 

R = 30 – ( – 20 ) =50. Розбиваємо смугу  розподілу,  наприклад,  на 10 частин, дістанемо  інтервали  розподілу     ( – 20; – 15),  (–15;–10),  (–10;–5), 

( – 5;0 ),..., (25 ; 30). Знаходимо, скільки з виміряних  відхилень попадає у кожний з цих інтервалів:  ni = 7; 11; 15; 24; 49; 41; 26; 17; 7; 3;   


[image: image150.wmf]å

i

i

n

=200. Це частоти. Дістаємо статистичні  ймовірності: 

Р*(ni) =
[image: image151.wmf].
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Знаходимо  суму  цих  ймовірностей  для  всіх  інтервалів,  що  лежать ліворуч від х. Це  й  буде статистичною  функцією розподілу  ймовірності 

 Fn*(х) =
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.    Функція розподілу: 

Fn*(х) = 
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   Побудована  на  графіку   функція   Fn*(х) є  функцією розподілу  статистичної ймовірності випадкової величини. Із  зростанням  числа  проділок смуги ця функція збігатиметься з функцією розподілу класичної ймовірності. Графік цієї функції зображено нижче:


Лекція 51
ВИПАДКОВІ ВЕЛИЧИНИ (продовження)
7) Неперервні випадкові величини, густина розподілу ймовірностей. Рівномірний розподіл.

· Основні  уявлення та формули:
· Неперервні  випадкові  величини. Диференціальна та інтегральна функції .

Означення : Неперервні випадкові величини можливо задавати або функцією розподілу F(х)=Р(Х< х) або щільністю /густиною/  f(х)  її розподілу . Інтегральна функція  або  функція розподілу випадкової величини: 
F(x) = 
[image: image154.wmf]ò
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Похідну від функції розподілу ймовірності називають густиною розподілу одновимірної випадкової величини: f(х) =F '(x) або диференціальною функцією.

· Властивості   густини  розподілу:
· 
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= F(b) –  F(a)   імовірність випадкової величини потрапити в інтервал [a,b].
· F '(x) = f(х)   у точках неперервності функції f(х).
Як встановлено вище, випадкову величину задають законом розподілу. Однак, якщо закон розподілу невідомий, то використовують числа, які характеризують випадкову величину. Такі числа дістали назву числових випадкових величин. До них належать математичне сподівання  М(Х),  дисперсія  D(Х)  і середнє квадратичне відхилення  σ(Х).

Математичним  сподіванням      неперервної   випадкової    величини

називається                  М(Х) = 
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 Для неперервної випадкової величини Х, визначеної на (а,b) або всюди на числовій осі, що має густину розподілу  f(х),  

математичне  сподівання     М(Х) =
[image: image159.wmf]ò
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   Математичне сподівання  називається  центром  розподілу  випадкової величини. Вона дає лише середнє значення випадкової величини. 

Для  оцінки  розкиду  випадкової величини відносно її математичного сподівання вводиться поняття  дисперсії – D(Х).

Для неперервної випадкової величини  дисперсія
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Для неперервної випадкової величини Х, визначеної на (а,b) 
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Середнє квадратичне відхилення    
[image: image163.wmf])
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 Приклад 

Густина розподілу одновимірної випадкової величини: f(х)=
[image: image164.wmf]ï

î

ï

í

ì

>

£

<

£

.

2

,

0

,

2

0

,

2

/

,

0

,

0

x

x

x

x

   Знайти функцію розподілу F(х). Збудувати графіки функцій f(х) і F(x). Знайти числові характеристики, моду .

Розв’язання:    Функція розподілу випадкової величини: 

F(x) = 
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   Знайдемо  чисельні характеристики.  

Математичне сподівання:    М(Х) = 
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М(Х2) =
[image: image173.wmf]8

16

8

2

2

0

4

2

0

2

=

=

×

ò

x

dx

x

x

= 2 ;      Дисперсія:

D( Х)=
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;    Середнє квадратичне відхилення: 
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Згідно графіка  №1  f(х)  достягає максимуму  у точці   х = 2,  і  тому    мода  дорівнює:  Мо = 2.

 Графіки густини розподілу  № 1 і функції розподілу №2.


[image: image179]
Основні  уявлення та формули: 
· Найважливіші розподіли неперервних випадкових величин

► Означення:   Рівномірний розподіл.

Випадкова величина має рівномірний розподіл на відрізку [а , b], якщо щільність / густина / її розподілу  незмінна  на цьому інтервалі.  
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Математичне сподівання та   дисперсія  неперервної  випадкової  величини :

 М(Х) = 
[image: image181.wmf]2
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;                                   D(Х) = 
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Середнє  квадратичне  відхилення:   
[image: image183.wmf])
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Ймовірність  того, що рівномірно  розподілена випадкова величина Х потрапить в інтервал (α,β) 
 Р ( α 
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Лекція 52
ВИПАДКОВІ ВЕЛИЧИНИ (продовження)
8) Функція випадкової величини.

Лекція 53
ВИПАДКОВІ ВЕЛИЧИНИ (продовження)
9) Числові характеристики випадкових величин: математичне сподівання, дисперсія, моменти вищих порядків.

10) Випадкові величини показниково розподілені, нормально розподілені.

► Означення:  Нормальний ( Гаусів)  розподіл.

Випадкова величина має нормальний  розподіл із параметрами   а  та  
[image: image189.wmf]s

> 0 , якщо  щільність  її розподілу       
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Математичне сподівання нормального розподілу:  М(Х)= а  Отже, параметр  розподілу   а   є   математичним сподіванням нормально розподіленої випадкової величини. D(Х) = σ2. Таким чином, другий параметр нормального розподілу є середнім квадратичним відхиленням 
[image: image192.wmf])
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Ймовірність  того, що  нормально  розподілена випадкова величина Х потрапить в інтервал (α,β)

 Р(α <X< β ) =Ф
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    де  Ф(х) =
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– функція Лапласа / таблиця  №2 додатку/.

► Означення: Показників  розподіл.

Випадкова величина має  показників  розподіл із параметром   λ > 0,  якщо  щільність  її  розподілу  
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               Функція розподілу показникового  закону 
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Математичне сподівання,  дисперсія  та середнє  квадратичне  відхилення   
[image: image198.wmf])
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 неперервної  випадкової  величини :

 М(Х) = 
[image: image199.wmf]l
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;            D(Х) = 
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Ймовірність того, що  в  інтервал ( α,β ) випадкова величина Х потрапить по  показниковому   закону
Р( α < X < β ) = 
[image: image202.wmf]lb
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Приклади
1.
Знайти математичне сподівання та середнє  квадратичне  відхилення   випадкової величини Х, розподіленої рівномірно у інтервалі (α,β), де   α= 0 ;  β=1.

Розв’язання:   Згідно   М(Х) = 
[image: image203.wmf]2
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2.
Випадкова величина Х  нормально  розподілена у інтервалі  [а ,b]. Знайти ймовірність того, що випадкова величина Х прийме значення менше – 1, якщо а = 0; σ=2;  b =2; α =
[image: image210.wmf]¥

-

; β = –1 .

Розв’язання: Скористаємося формулою 

 Р( α < X < β ) = Ф
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) + Ф(– 0,5). Зважаючи, що Ф( – х) = – Ф(х) , Ф(
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). Згідно таблиці № 2 додатку
 Ф( – 0,5) = – Ф(0,5) = – 0,1915   та   Ф(х>5)
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0,5.   
Отже  Р(
[image: image222.wmf]¥
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 < X <– 1 ) = 0,5 – 0,1915 = 0,3085.

3.
Відомі математичне сподівання  а  і середнє квадратичне відхилення  σ  нормально розподіленої випадкової величини Х. Знайти ймовірність  того, що випадкова величина Х потрапить у заданий  інтервал (α,β). Якщо     а = 10; σ=2 ; α=12 , β=14.
Розв’язання:    Скористаємося формулою 

 Р( α < X < β ) = Ф
[image: image223.wmf]-
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   Р ( 12 < X< 14 ) = Ф
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Згідно таблиці № 2 додатку   Ф(2) = 0,4772;    Ф(1) = 0,3413; 
Отже  Р(12 < X< 14 ) =0,42272 – 0,3413 =  0,1359.

Лекція 54
ВИПАДКОВІ ВЕЛИЧИНИ (продовження)
11) Поняття про багатовимірні випадкові величини (системи випадкових величин) та закони їх розподілу.

12) Властивості математичного сподівання та дисперсії. Коваріація, коефіцієнт кореляції системи двох випадкових величин.

13) Відображення систем випадкових величин (СРС).

Лекція 55 
ВИПАДКОВІ ВЕЛИЧИНИ (продовження)
14) Поняття про закон великих чисел (теореми Чебишева, Бернуллі, центральна гранична теорема Ляпунова).

Лекція 56

Тема 17.3. ЕЛЕМЕНТИ МАТЕМАТИЧНОЇ СТАТИСТИКИ.

4) Статистичні та варіаційні ряди. Засоби зображення статистичних даних.

5) Статистичні оцінки параметрів розподілу випадкових величин. Критерії оцінки (незміщенність, спроможність, ефективність). Точкові оцінки. Інтервальні оцінки, довірча ймовірність (надійність), довірчий (надійний) інтервал.

Теорія ймовірностей вивчає  імовірнісні характеристики випадкових явищ. До таких  характеристик належать імовірності випадкових подій, функції  розподілу випадкових величин та їх числові характеристики – математичне сподівання, дисперсія тощо. Зазвичай значення імовірнісних характеристик нам невідомі і їх потрібно визначити згідно з результатами спостережень випадкових явищ. Математична статистика  вивчає   методи  відбору  та  аналізу  результатів спостережень  випадкових  явищ ( як правило, це результати спостереження випадкових величин )  для  виявлення  їх закономірностей  і обчислення  наближених значень  їх  імовірнісних характеристик.

· Основні  уявлення та формули:

Нехай Х – випадкова величина, що характеризує якусь ознаку генеральної сукупності, а  х1,х2,...,хn – її незалежні значення, що  спостерігаються, з імовірностями   р1,р2,...,рn. Тоді можна побудувати варіаційний ряд   х1< x2 <…< xn    і  статистичний –   впорядкована  сукупність пар  хi, рi. 
· Означення:
· Впорядковану  за  величиною  послідовність  вибіркових  значень
                   х1< x2 <…< xn     називають  варіаційним   рядом.
· Різні   значення   хi   у вибірці  називають варіантами.
· Число  появ  варіант  ni – частотами.
· Об’єм вибірки    п =
[image: image227.wmf]å
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· Відношення  частот  пi  до  об’єму  вибірки     п   називатимемо   відносними частотами:  Wi =
[image: image228.wmf]n
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Розрізняють два види  варіаційних рядів для ознаки Х генеральної сукупності: дискретний  і  інтервальний.

 Графічне зображення  дискретного варіаційного ряду в плоскій прямокутній системі координат називається  полігоном.

· Означення:

Статистичним розподілом вибірки   називають перелік варіант і відповідних їм відносних частот.

    Статистичний розподіл вибірки у випадку дискретного варіаційного ряду зручно подавати у вигляді таблиці:

	хi
	х1
	х2
	...
	х3

	wi
	w1
	w2
	...
	 w n


Якщо варіанти вибірки  можуть відрізнятись одна від одної на як завгодно малу величину, тобто випадкова величина набуває довільних значень  у деякому  інтервалі ( генеральна сукупність неперервна ), або коли вибірка містить досить багато варіантів, то на практиці часто в таких випадках вибірки групують. Для цього  всю ширину вибірки розбивають на інтервали завдовжки  h   і данні спостережень подають у вигляді таблиці частот, де вказують часткові інтервали ( аi, аi-1 )  і  ni –  число тих вибіркових значень, які потрапили в   i – інтервал розбиття. Статистичний  розподіл  у  випадку  інтервального  варіаційного  ряду частот задають таблицею, де вказують середини  хi   інтервалів розбиття  (  a i –1  , ai ) , [
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   вибіркових  значень,  які  потрапили  в   i  –  й   інтервал розбиття. Зауважимо, що 
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Число    h    називають кроком вибірки, а різницю       xmax – xmin     шириною   вибірки.
	хi  ( середини інтервалів розбиття )
	x1
	x2
	...
	xk

	wi ( відносні  частоти  )
	w1
	  w2
	...
	 w  k


· Графічне зображення варіаційних рядів.

Для графічного зображення варіаційних рядів використовують полігон та гістограму . Дискретний варіаційний ряд вибірки ілюструють полігоном частот. 

Полігон частот – це лінія ,  ламана  у  точках  з координатами ( хi, пi ),  де   хi - варіанта , пi – частота 

.Ламана у точках (хi, wi)  називається полігоном відносних частот , де    wi -  відносна частота  варіанти   хi. 
Для ілюстрації інтервальних варіаційних рядів будують діаграми, які називають гістограмами.


[image: image232]
Гістограма.                                                                                 Полігон.


[image: image233]
· Сприймання і усвідомлення центральних тенденцій вибірки. 

Мода і медіана. Середні  значення.

Вибірка характеризується центральними   тенденціями: середнім значенням, модою та медіаною.
Середнім значенням вибірки   або   вибірковою середньою   називається  середнє  арифметичне  всіх  її  значень,  якщо  всі   хi    різні ( тобто не повторюються ):  
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.  Якщо  х1,х2,...,хn  повторюються  п1, п2,..., пк   разів, то 
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Коли варіанти  хi  великі  числа , то зручніше перейти  к   умовним варіантам     иi = хi  – С.   / С – число рівно  чи  близьке к вибірковій середній /.  Тоді    
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 Вибіркова  середня  є    незміщена   оцінка  генеральної  середньої 

 (математичного  сподівання )  
[image: image238.wmf][
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. Зміщеною  оцінкою  генеральної  дисперсії  служить вибіркова дисперсія – DВ . Де  дисперсія 
Dв =
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=

-

n

i

i

x

x

n

1

2

)

(

1

.           Коли  усі  об’єкти  вибіркової  сукупності х1,х2,...,хn    мають різні  значення п1, п2,..., пк   , то   дисперсія  –  
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  .  Вибірковим  σ   середнім  квадратичним  відхиленням     є    σ  =
[image: image241.wmf]D
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Мода вибірки ( Мо ) – це  значення варіанти  хi  , яка має найбільшу  частоту.

Медіана вибірки ( Ме ) – це, число, яке поділяє навпіл упорядковану сукупність усіх значень вибірки, тобто середня величина змінюваної ознаки, яка міститься в середині ряду, розміщеного в порядку зростання або спадання ознаки.  Ме = 
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Середнє  абсолютне  відхилення          
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Коефіцієнт варіації             
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· Знаходження статистичних характеристик методом добутків
Візьмемо об’єкти  вибіркової  сукупності х1,х2,...,хn   , що  мають  різні  значення п1, п2,..., пк .    Хай  вибірка задана у вигляді розподілу рівно- віддалених  варіант. У цьому випадку зручно знаходити  статистичні оцінки  методом  добутків  згідно формул :    h = xi+1  –  xi  –    крок       /різниця між двома суміжними варіантами /.  C  –  „ умовний  нуль” – варіанта, яка має  найбільшу частоту;    п=
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   ui= 
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 умовна варіанта. Вибіркова 
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 середня. 
Вибіркова   дисперсія       
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Середнє  квадратичне  відхилення   σв  =
[image: image249.wmf]D
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· Емпіричні моменти. Умовні  емпіричні моменти.

Начальний   емпіричний  момент  k – того порядку      Мк =
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Умовний  емпіричний  момент  k – того порядку 
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Центральні  емпіричні моменти:  
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Вибіркова  середня    
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Дисперсія      DB=
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· Емпірична  функція розподілу.

Кожна  генеральна  сукупність  має  функцію  розподілу     F (х).   По вибіркам   можливо   знайти  емпіричні  функції   розподілу   F* (х). Значеннями  емпіричної  функції   розподілу  F* (х)  є   накоплені  частості.

F*(x) =
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Мода вибірки ( Мо ) – це  значення варіанти  хi  , яка має найбільшу  частоту.

Медіана вибірки ( Ме ) – це, число, яке поділяє навпіл упорядковану сукупність усіх значень вибірки. Ме = 
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· Основні  уявлення та формули:

· Інтервальне   оцінювання.
Статистичні оцінки, таки як середні, дисперсії дають точкову оцінку невідомого параметра, оскільки вони визначаються одним числом. Для більш точної оцінки  невідомого параметра потрібно користуватися інтервальними  оцінками . Інтервальними  називаються  оцінки,  що визначаються  двома  числами – кінцями  інтервалів.

Якщо  θ*
[image: image265.wmf]є оцінкою невідомого параметра, то точність цієї оцінки можна визначити,наприклад, абсолютною величиною різниці
[image: image266.wmf]d
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.       Означення:
· Інтервал (θ* – δ,θ*+ δ) , в який попадає параметр  θ, що оцінюється  з імовірністю  γ, називається  довірчим  інтервалом.  

При використанні  нормального закону розподілу випадкової величини за правилом трьох сигм можна вибрати такий довірчий інтервал, який забезпечить потрапляння θ  з імовірністю γ = 0,9973. У нормальному законі є два параметри  –  математичне сподівання  а  і середнє квадратичне відхилення  σ . 

Нехай випадкова величина Х визначається однаково розподіленими взаємно незалежними випадковими величинами Х1, Х2,..., Хn  з постійною дисперсією D[Xi]=D.Тоді математичне сподівання М[
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]=a,   дисперсія середнього арифметичного  
[image: image268.wmf]n

n

D

X

D

2

]

[

s

=

=

;  
[image: image269.wmf]n

X

s

s

=

]

[

.

Найкращою оцінкою математичного сподівання в значенні незміщеності і ефективності є вибіркова середня 
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Таким чином довірчій інтервал    
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Лекція 58
6) Поняття про регресійний аналіз в математичній статистиці. Середньо квадратична регресія.


Значна кількість задач вимагає установити  та оцінити залежність вивчає мої  випадкової величини Х від однієї або кількох других величин. У час  статистичних  спостережень для кожного об’єкта можливо виміряти значення двох або декілька ознак. Таким чином одержимо двомірну або багатомірну вибірку. Сенс обробки багатомірних вибірок  полягає у тому, щоб встановити  зв’язок між ознаками. Коли  середнє  значення однієї  випадкової величини функціонально залежить від значення іншої випадкової величини , то така статистична залежність зветься кореляційною.

 Далі будемо  розглядати  двомірні вибірки.

· Означення:
Дві  ознаки  Х  та  У  знаходяться  у кореляційній  залежності , якщо кожному значенню одного з них відповідає певний розподіл другого.  

Кореляційна залежність між ознаками Х та У звичайно задається з допомогою кореляційній таблиці. 

· Рівняння лінійної регресії.

Кореляційна залежність між ознаками   У  та  Х  може бути  функціональною, якщо кожному значенню ознаки   Х   поставимо  у відповідність  умовне  середнє  ознаки   У.   Тобто   Х = хi    поставимо  у відповідність  величину :    
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   вирівняти   методом   найменших   квадратів   вздовж   кривої  

 у = f(x, a1, a2 ,…,an ) , то остання зветься  лінією регресії  У на Х ,а її  рівняння  –  рівнянням  регресії  У на Х.  Аналогічно  визначається лінія регресії  Х на У. Найбільше простими  та найбільш  важливими  випадками  кривих регресій є прямі лінії.

Якщо обидві лінії регресії У на Х та Х на У –  прямі, то кореляцію  називають лінійною. 

· Означення:
Кутовий  коефіцієнт  прямої регресії   у  на  х ( х на  у) називають 
коефіцієнтом регресії  у  на  х ( х на у) і  позначаємо  ρ(у/х) або ρ(х/у) .  

Рівняння прямих регресій мають вигляд : 

    у – 
[image: image276.wmf]Y
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   Для оцінки сили лінійного кореляційного  зв’язку  служить  вибірковий коефіцієнт кореляції    rB .     
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де х,у – варіанти ; 
[image: image281.wmf]x

 та 
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 вибіркові середні ознак Х та У;  пху – частота пари варіант; σх   і    σу   – вибіркові середні квадратичні відхилення.

       Звідси маємо  коефіцієнт регресії:

           ρ(у/х)  = 
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                  або                     ρ(x/y)  = 
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Вибіркове  рівняння  прямої   лінії  регресії  Х  на  У    має  вигляд :
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      та   вибіркове  рівняння  прямої   лінії  регресії    У  на  Х               
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Якщо данні  спостереження над ознаками  Х та У задали у вигляді кореляційної таблиці з рівновіддаленими варіантами, то доцільно  перейти  до  умовних варіант:   ui=
[image: image287.wmf]x
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  де Сх -  умовний нуль варіант Х;   hx – крок, різниця між двома суміжними  варіантами Х; vj=
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  де Сy -  умовний нуль варіант Y;  hy – крок, різниця між двома суміжними  варіантами Y.  

 У такому випадку 
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  –  вибірковий  коефіцієнт  кореляції.

Значення 
[image: image290.wmf]x

,
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,σu ,σv  повинні бути знайдені або методом  добутків (при великої кількості  даних), або  по формулам :      
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Вибіркові середні квадратичні відхилення:
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Зважаючи на це
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  ;      σx= σu∙hx  ;     σy= σv∙ hy.

Для контролю розрахунків знаходимо  
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